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временного ряда будет равно текущему). Точность наивного прогнозирования 
часто используется в качестве референсного значения при оценке других мето-

дов прогнозирования. В данном случае удалось повысить точность на 0,54 п.п. 
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В работе предложены модели динамики агрессивного индекса пенсионных накопле-

ний (RUPAI) и методики его прогнозирования, основывающиеся на методах Байеса и Вине-
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ра. Приводятся пошагово способы построения базовой модели и её оценивания. Предлагает-
ся сравнение результатов краткосрочного прогнозирования, полученных по двум методикам 

на данных доходности индекса RUPAI за июль 2016 года. Данный анализ может быть инте-
ресен частным управляющим компаниям, которые формируют свои портфели с использова-
нием средств пенсионных накоплений. 

 

SHORT-TERM FORECASTING RETURN  

INDEX AGGRESSIVE PENSION ASSETS (RUPAI)  

BY METHODS OF WIENER AND BAYES 

 

A. A. Bykova, A. D. Ivanova 

 
In this paper we propose models of the dynamics of aggressive index of pension accumula-

tions (RUPAI) and techniques of its prediction based on methods of Bayes and Wiener. We provide 

step by step methods for constructing the base model and its evaluation. We offer a comparison of 

short-term forecasting obtained by the two techniques on data profitability at RUPAI-index during 

July 2016. This analysis may be of interest to private management companies, whose portfolios are 

formed using pension assets. 

 

Индексы рынка пенсионных накоплений представляют собой композитные 
индексы акций и облигаций, допущенных к обращению на Бирже, и в которые могут 
инвестироваться средства пенсионных накоплений [1]. Индексы отражают три воз-
можные стратегии инвестирования в зависимости от класса активов – консерватив-
ную, сбалансированную и агрессивную [2, 3]. В структуре агрессивного индекса 
(RUPAI)  55% составляет субиндекс облигаций российских корпоративных эмитен-

тов и 45% – субиндекс акций российских эмитентов. При расчете RUPAI не учиты-

вается субиндекс облигаций федеральных займов России [4]. 

Для построения модели определим величину tr  как доходность индекса после 
удаления тренда [5], то есть, ttit TIIr −=

−
)/ln(

1
. В качестве тренда был выбран поли-

ном 3-й степени 
3

3

2

210
tttTt αααα +++=  коэффициенты которого оценивались по 

стандартной методике МНК 4,1505
0

=α , 00072,7
1

=α , 691,0
3

−=α , 0179,0
4

=α . 

Автокорреляционные функции оценивались на основе фактических данных 

( ) ( )( ) ( )∑∑
=

−

=
+

−−−=
T

t
t

kT

t
ktt rrrrrrkR

0

2

0

/   

Таблица 1  
Значение параметров 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 

R(k) 0,212 0,047 0,030 -0,019 -0,008 -0,113 -0,088 -0,165 

 

Как можно видеть значимым R(k)=AKF(k) являются первые два коэффициента 
для k=1,2, что свидетельствует о наличии части ВР типа MA(2).  Отметим, что R(k=2) 

на порядок меньше R(k=1), что позволяет выдвинуть гипотезу и о наличии только 
части MA(1) [6]. Кроме того, ряд не обрывается резко, то есть ВР содержит также и 

составляющую типа AR(p). Порядок AR(p) определяется по значениям частной авто-
корреляционной функции R_ch(k)=ЧAKF(k). С помощью МНК находим 
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ЧAKF(k)= kkφ . 

Таблица 2 
Значение параметров 

 

K 1 2 3 4 5 6 7 8 

R_ch(k) 0,212 0,121 0,031 -0,025 0,006 -0,115 -0,012 -0,014 

 

Как можно видеть из таблицы 2, отличны от нуля первые два значения 
ЧAKF(k), что свидетельствует о наличии у ВР составляющей AR(2), то есть,  
наличия не более двух слагаемых 

21
,

−− tt xx . Таким образом, можно сделать пред-

положение о модели ВР типа ARMA(2,1) . 

Для оценки параметров модели ARMA(2,1) используем метод Бокса–
Дженкинса с оператором сдвига назад 

1−
= tt tBr , 

1−
= ttB εε  [7]. Введем новую 

случайную величину tt BbBb
Z ε

2

21
1

1

−−
= . Зададим начальные значения коэф-

фициента 
1

c  и, из последнего уравнения, последовательно находим величины 

tZ . На основе полученных значений tZ  строим регрессию из выражения 

tt BbBb
Z ε

2

21
1

1

−−
= , ( ) ttZBbBb ε=−− 2

21
1 . Оценки коэффициентов регрессии 

21
ˆ,ˆ bb  находим с помощью МНК.  

Далее, исходя из уравнения:
112211 −−−

+++= ttttt crbrbr εε , вычисляем остатки 

Niei ,..2,1, = :  →+++= −−− 112211
ˆˆˆ

kkkkk ecexbxbx  
112211

ˆˆˆ
−−− −−−= kkkkk ecxbxbxe .  Ми-

нимизируем сумму квадратов остатков ∑
=

=
N

t
teS

1

2
 за счет изменения  

1
c , тогда 

оцененная модель ARMA(2,1) имеет вид: 

121
849224,0136793,062323,0 −−− +++−= ttttt rrr εε . 

Для проверки качества модели ARMA(2,1)  применим статистику Льюн-

га–Бокса: ( ) ( ) 1,15
1

2
1

2 =⋅
−

+= ∑
=

m

j
jre

jN
NNmQ . Эта статистика имеет распределе-

ние ( ) )1210(
22 −−=−− χχ qpm  с 7-ю степенями свободы: 5,18)7;01,0(

2 =êðèòχ . 

Так как фактическое значение меньше 5,181,15)7( <=Q , то модель можно при-

знать удовлетворительной.  

При прогнозировании по Байесу  вычисляем математическое ожидание 
[ ] ( )NkNN rrrrEkr ..,

21+
= . При этом величины tr  заменяем фактическими значения-

ми для Nt ≤  и оценками [ ]tNkrr Nt −== .  

Для каждого момента t  рекуррентно вычисляем остатки 
11
re = ; 

111122
ecrbre −−= ; 

21122133
ecrbrbre −−−=  ; 

111211 −−− −−−= ttttt ecrbrbre . 

Случайные величины tε  заменяем вычисленными остатками te  и нулями 

для kt +  [8]. Для каждого момента времени вычисляем прогноз на 1, 2 и 3 ша-
га: [ ] tttt ecrbrbr 11211 ++= − ; [ ] [ ] ttt rbrbr

21
12 += ; [ ] [ ] [ ]123 21 ttt rbrbr += . Аналогично 
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поступаем в случае прогноза для TNt => .  

Для прогнозирования по Винеру необходимо иметь значения для кова-
риаций kγ  через параметры модели, считая их известными после этапа оценки 

параметров. Модель Винера имеет вид: 

N

T

N xWkx
r

=)(ˆ , 

здесь ( )T
NN xxxx ,...,, 21=

r

- вектор–столбец значений ряда tr . Матрица 
( )NNW ,  дается выражением:  

( ) ( )kgGkW ⋅= −1
. 

где матрица ковариаций ),( NNG , а вектор-столбец  ( )kg  зависит от глу-

бины прогноза  k . 

Ковариации находим из уравнения: 

112211 −−− +++= ttttt crbrbr εε . 

Отсюда последовательно находим: 

( )( )
1122110 −

+⋅++= ttt crEbb εεγγγ ; 

( )( )11112011 −− +⋅++= ttt cxEbb εεγγγ ; 

Учитывая вышеприведенные соотношения, получим систему уравнений 

для 
10

,γγ , где 02112 γγγ bb += : 

( ) ( ) 2

01210

2

2 11 εσγγ dbbb =+−− ; 

( ) 2
11201 1 εσγγ dbb =−+− . 

Таблица 3 
Значение параметров 

1b   2b   1c   
2

εσ  

-0,62323  0,136793  0,849224  10,4756%. 

 

Значения 10 ,γγ  даются выражениями: 

( ) ∆∆= /
00

γγ ; ( ) ∆∆= /11 γγ , 

здесь ( )( ) ( )
2

2

12

2

2
111 bbbb +−−−=∆ ;   

( ) ( ) ( )[ ] 2

121020
11 εσγ ⋅++−=∆ dbbdb ;  

( ) ( )[ ] 2

011

2

21
1 εσγ ⋅+−=∆ dbdb . 

Численно, для 10 ,γγ  имеем: 
2

0 xσγ = =0,0011561; 2γ =0,002449. Остальные 
( )kγ  можно вычислять рекуррентно 2;2211 ≥+= −− kbb kkk γγγ . 

Имеем значения корней: =1z 0,172014; 795242,02 =z . Общее решение 

уравнения  2;2211 ≥+= −− kbb kkk γγγ  имеет вид 
kk

k zBzA 21 ⋅+⋅=γ . Граничные 
условия дают систему уравнений для определения коэффициентов BA,  

BA +=0γ ; 212 zBzA ⋅+⋅=γ . Отсюда находим: 
12

120

zz

z
A

−

−
=

γγ
= 0,012037; 

12

101

zz

z
B

−

−
=

γγ
=0,000476. Таким образом, значения kγ даются выражениями: 
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( ) ( ) kk

k zz
zz

zz
zz 2101

12

1120

12

11
γγγγγ −

−
+−

−
= , 2≥k . 

Также можно использовать вместо ковариаций коэффициенты корреля-

ции, учитывая, что: kk r0γγ = .  Тогда:  ( ) ( )( )kk

k zzrzrz
zz 211112

12

0 −+−
−

=
γ

γ . При 

этом коэффициент корреляции 1r  с учетом того, что 0/ γγ kkr = имеет  значения: 

1r = 0,211823. Формируем вектор 
TW . Матрица ( )NNW ,  дается выражением:  

( ) ( )kgGkW ⋅= −1
, 

здесь ),( NNG - симметричная матрица, а вектор-столбец  ( )kg зависит от 
глубины прогноза  k . 

Выражение [ ] ( ) N
T

N xkWkx
r

=ˆ , где ( )T
NN xxxx ,...,, 21=

r

- вектор–столбец 

фактических значений ряда tr  может быть переписано в виде: 

[ ] ( ) ( ) ( ) )()()()(ˆ
111 kyxkgGxxGkgxkgGkx N

T
N

T
N

TT
N

T
N

rrrrr

⋅====
−−−

. 

Для вычисления вектора ( )ky
v

 большой размерности  удобно применять 
метод Холецкого [9]. В этом случае матрицу G  представим в виде произведе-
ния нижней треугольной матрицы B  и верхней треугольной матрицей C  с еди-

ничной диагональю, то есть: CBG ⋅= . Введем вектор yCz = . Тогда искомый 

вектор y
r

 может быть вычислен из цепочки уравнений: 

( ) ( ) ( ) ( )kzkyCkgkzBkgkzG
rrrrrr

==⋅→=⋅ ;)()( . 

 
Рис. Графики одношаговых прогнозных значений,  

полученные по Байесу,  Винеру и фактические значения  
 

Так как матрицы B и C  треугольные [10], то система легко решается: 

1111
/ bgz = ; 
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1;
1 1

1

>





 −= ∑

−

=

izbg
b

z
i

k
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i . 

После определения вектора z  находим вектор y
r

 из уравнения  yCz = . 

Так как матрица C - верхняя треугольная, то вычислительная схема имеет вид: 

NN zy = ; ∑
+=

−=
N

ik
kikii zczy

1

, Ni < . 

 

Как можно видеть, прогнозы по Байесу и Винеру дают практически сов-
падающие результаты, но прогнозы по Байесу лучше. Результаты работы могут 
быть применены в целях прогнозирования доходности активов на рынке цен-

ных бумаг и в задачах портфельного инвестирования и легко автоматизированы 

инструментами VBA Excel. 

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента РФ 
(проект НШ-2781.2012.2) и РФФИ (проект 12-07-00057). 
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