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Рассматривается математическая модель делового цикла, предложенная В. Чангом и Д. 

Смитом, где деловой цикл определяется свойствами функций инвестиций и сбережений, зави-

сящих от национального дохода и капитала. Рассмотрены равновесие и устойчивость. Иссле-

дованы коэффициентные условия существования цикла в случае логарифмических функций 

инвестиций и сбережений.   
 

CLASSIFICATION OF EQUILIBRIUM STATES  

IN ONE BUSINESS CYCLE MODEL 

 

Yu. I. Hritina 

 
The mathematical model of the business cycle proposed by V. Chang and D. Smith is consid-

ered, where the business cycle is determined by the properties of investment and savings functions 

depending on national income and capital. Equilibrium and stability are considered. The coefficient 

conditions of the cycle existence in the case of logarithmic functions of investments and savings are 

investigated. 

 

В. Чангом и Д. Смитом предложена динамическая модель делового цикла, 

которая описывает взаимодействие инвестиций и сбережений: 

                                          {
𝑌̇ = 𝛼(𝐼(𝑌, 𝐾) − 𝑆(𝑌, 𝐾)),

𝐾̇ = 𝐼(𝑌, 𝐾).
                                  (1) 

где 𝑌 – доход, 𝐾 – капитал, 𝐼 – инвестиции, 𝑆 – сбережения и 𝛼 > 0 – коэффици-

ент адаптации (скорость, с которой доход реагирует на изменения соотношения 

между инвестициями и сбережениями). Функции 𝐼(𝑌, 𝐾) и 𝑆(𝑌, 𝐾) являются не-

линейными и должны удовлетворять условиям  
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Другие спецификации для функций 𝐼(𝑌, 𝐾) и 𝑆(𝑌, 𝐾) отсутствуют [1, 2]. 

Проведя ряд исследований, были собраны статистические данные на примере ре-

гионов Центрального федерального округа [3] за период c 2000 по 2021. При спе-

цификации регрессионных уравнений ( , )I I Y K  и ( , )S S Y K  были предло-

жены аддитивные и мультипликативные зависимости, а затем сгруппирована 

табл. регрессионных уравнений для инвестиций и сбережений (см. Табл.). [4]. 
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Таблица 1 

Регрессионные уравнения для инвестиций и сбережений 

№ п/п ( , )I I Y K  № п/п ( , )S S Y K  

1.  
1 1 1I AY B K C    1.  

2 2 2S A Y B K C    

2. 
1 1I AY B K   2. 

2 2S A Y B K   

3. 1 1 1eA B СI Y K  3. 2 2 2eA B СS Y K  

4. 1 1A BI Y K  4. 2 2A BS Y K  

5. 
1 1 1lnI A Y B K C    5. 

2 2 2lnS A Y B K C    

6. 
1 1lnI A Y B K   6. 

2 2lnS A Y B K   

7. 
1 1 1lnI AY B K C    7. 

2 2 2lnS A Y B K C    

8. 
1 1 lnI AY B K   8. 

2 2 lnS A Y B K   

9. 
1 1 1ln lnI A Y B K C    9. 

2 2 2ln lnS A Y B K C    

10. 
1 1ln lnI A Y B K   10. 

2 2ln lnS A Y B K   

11. 1 1 1eA B K СI Y   11. 2 2 2eA B K СS Y   

12. 1 1eA B KI Y  12. 2 2eA B KS Y  

13. 1 1 1eA Y С BI K  13. 2 2 2eA Y С BS K  

14. 1 1eA Y BI K  14. 2 2eA Y BS K  

15. 1 1 1eA Y B K CI    15. 2 2 2eA Y B K CS    

16. 1 1eA Y B KI   16. 2 2eA Y B KS   

 

Используя различные комбинации функций инвестиций и сбережений, получаем 

4 варианта системы {
𝐼(𝑌, 𝐾) = 0,
𝑆(𝑌, 𝐾) = 0

 , решение которых представлено в табл. 

Таблица 2 

Состояния равновесия системы (1) 

№ Вид системы (4)  Координаты состояния 

равновесия (𝒀𝟎, 𝑲𝟎) 
Условия суще-

ствования 

1 
{
𝐴1 ln 𝑌 + 𝐵1𝐾 + 𝐶1 = 0,
𝐴2 ln 𝑌 + 𝐵2𝐾 + 𝐶2 = 0.

 (𝑒
𝐵1𝐶2−𝐵2𝐶1
𝐴1𝐵2−𝐴2𝐵1 ,

𝐴2𝐶1−𝐴1𝐶2
𝐴1𝐵2−𝐴2𝐵1

) 𝐴1𝐵2 − 𝐴2𝐵1 ≠ 0, 
𝐴2𝐶1−𝐴1𝐶2
𝐴1𝐵2−𝐴2𝐵1

> 0 

2 
{
𝐴1𝑌 + 𝐵1 ln𝐾 + 𝐶1 = 0,
𝐴2𝑌 + 𝐵2 ln 𝐾 + 𝐶2 = 0.

 (
𝐵1𝐶2−𝐵2𝐶1
𝐴1𝐵2−𝐴2𝐵1

, 𝑒
𝐴2𝐶1−𝐴1𝐶2
𝐴1𝐵2−𝐴2𝐵1 ) 

𝐴1𝐵2 − 𝐴2𝐵1 ≠ 0, 
𝐵1𝐶2−𝐵2𝐶1
𝐴1𝐵2−𝐴2𝐵1

> 0 

3 
{
𝐴1 ln 𝑌 + 𝐵1𝐾 + 𝐶1 = 0,
𝐴2𝑌 + 𝐵2 ln 𝐾 + 𝐶2 = 0.

 

{
 

 −
𝐶1
𝐵1
−
𝐴1
𝐵1
ln 𝑌 = 𝑒

−𝐶2−𝐴2𝑌
𝐵1

𝐾 = −
𝐶1
𝐵1
−
𝐴1
𝐵1
ln 𝑌

 

0 < 𝑌 < 𝑒
−𝐶1
𝐴1 

4 
{
𝐴1𝑌 + 𝐵1 ln𝐾 + 𝐶1 = 0,
𝐴2 ln 𝑌 + 𝐵2𝐾 + 𝐶2 = 0.

 

{
 

 −
𝐶2
𝐵2
−
𝐴2
𝐵2
ln 𝑌 = 𝑒

−𝐶1−𝐴1𝑌
𝐵2

𝐾 = −
𝐶2
𝐵2
−
𝐴2
𝐵2
ln 𝑌

 

0 < 𝑌 < 𝑒
−𝐶2
𝐴2 
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Таким образом, можно классифицировать состояния равновесия следую-

щим образом:  

1. Всегда существует продуктивное состояние равновесия 

2. Состояние равновесия существует при ограничениях 

3. Существует множество пучкообразных линий 

Пример. Пусть функции инвестиций и сбережений имеют вид (рис. 1) 

𝐼(𝑌, 𝐾) = 0,99 ln𝑌 − 0,22𝐾 + 0,102;     𝑆(𝑌, 𝐾) = 0,22 ln𝑌 + 0,6𝐾 − 0,04. 
Тогда система (1) может быть записана следующим образом:  

 {
𝑌̇ = 𝛼(0,77 ln𝑌 − 0,82𝐾 + 0,142),

𝐾̇ = 0,99 ln𝑌 − 0,22𝐾 + 0,102.       
 (4) 

Ее состояние равновесия (𝑌0, 𝐾0) = (0,9217; 0,0966). Подберем 𝛼 =
0,2633. Тогда собственные значения матрицы линейного приближения в окрест-

ности состояния равновесия (𝑌0, 𝐾0) = (0,9217; 0,0966) равны 𝜆1,2 = ±0,4284𝑖 
[4]. Фазовый портрет и некоторые фазовые траектории системы (4) представлены 

на рис. 2, а траектории решений – на рис. 3. 

 
Рис. 1. Графики функций инвестиций и сбережений 

 
Рис. 2. Фазовый портрет системы (4) 

 

 
Рис. 3. Траектории решений  

системы (4) 
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